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���
	
 �� ���	
��� �����	�
�� ��	�� ������ ��	��� �
� �������	�
 ���
�	�	���

& ��� ������	

 	
 ���
��� i �
� 	
������ ij ���	�	#�� ������ �� �����	

 ��� ����� 	
 ���

���� ���%��� xii� �
� ������� �� j �
� k� xji �
� xki� ��� ���	�	#��	�
 ������� 	
 ��� ��	��

���
� �� ��� �����1���
� 
��� 	�� ���������� ���
�� ��

πij
i (μ) := max

xii,xji,xki

(pi (μ)− w) xii (μ) + (pj (μ)− w − τij) xji (μ) + (pk (μ)− w − τik) xki (μ)  -!

������� �� ��� ��	
����	��	� ���%�� ���������� ���
� ���1��� ���	���� ������ �� � ��� ������� 	


���
��� i ���� ��

πij
i (μ) =

⎧⎨⎩
ni(α−w+τij)

2

16β +
nj(α−w−2τij)

2

16β +
nk(α−w−2τik+τjk)

2

16β if mobile firm locates in i

ni(α−w+2τij)
2

16β +
nj(α−w−3τij)

2

16β +
nk(α−w−3τik+2τjk)

2

16β if mobile firm locates in j
���


	��
 ���� ��� ��� 	� 	
 �
 ij1 	
������� ��� ��������� 	
 ������ ���� ���%��� j �
� k ��� ���

��
�����
�� �� ��� �������	�
 ���� 	
 �
 ij 	
������ ����� 	� �
 	����	�� ��� �����
� 	
 ���
���

j ���� ����� 
� ����� ���� 	
 ����	

 	�� ��
 ���%��� ������� 	
 ���
��� k ����� 	� 
� ������	�

����� �� ����	� 	
�����
 �� ��
������� ��	� ��	���������	 ����		 ��������	� �� ������� ������ �� ��
�� ���	

�		��������

2



��� �����	 
� ��
��������
� �
 ���
��� i ���� ��	 ���	� �������� ���� ���	 ti�

�	 
�� ���
 �� ��	 �	��
� ����	� ��	 �������
 �	�����
 �� ��
��	 ����� ��	 ��
��	 ��� �


�
������ ij ������	� �
 ���
��� i �� ��
� �� ���	����� ������ ��	 ����	� �
 i ���
 �
 j� ��	�

πij
i (μ)− ti ≥ πij

j (μ)− tj − F ij. �� 

!�� ��"	�	
���� � ��� ��	�	�� ���
��� i �� ��	 ����
���	 �
 ����� ������ �� ����	� ���
 ��	 ���

��"	�	
���� ����	��	� 
� ��	 �	�����	 ��	� ����� #�
�	 �	 ���	 � ��
��
��� �� �
������	� �����

��"	� �
 ��	� ������ �	 ��
 
�� �������	��$	 ��	 ���� �� �
������	� �
� ���� �
 � ���
���� %��

����� �	 �	�
	 ��	 �������
� ���	����� �
������	� ����� ��	 �
��"	�	
� 
	��		
 ��	 ��� ���
���	�

γij := πij
j (μ)− tj −

(
πij
i (μ)− ti

)
, γki := πki

i (μ)− ti −
(
πki
k (μ)− tk

)
�& 

�
 ���
��� i ��	 ���� �� �
������	� ���� �
	 �	���
�� ��� ���	�� �
	 ����
��	 ��� �� ���	
 
�

G
(
γij
)
+
[
1−G

(
γki
)]

, �' 

��	�	 ��	 ���� �	�� �	�	�� �� ��	 �
������	� ��	�	 ��	� ����� �
 ���
��� j ��	 �	�����	�� ���

������	� �� i� �
� ������� ��� ��	 �	��
� �	��� ��	�	 ��	� ����� �	����	 ��	 ���� �
 ���
��� i

�	�����	 �� k� ��	 ���� �� �
������	� ���� ��� �	���
�� ���� ���	�� �
	 ��
��	 �
� �
	 ����
��	

��� �
 i �	��� �� [
1−G

(
γij
)]

+G
(
γki
)
, �( 

)����	 ���� ����� ������	� 
� jk��
������	� ��	 ��
���	� �
 ���
��� i 
�� ��	�	 �� 
� ����

������
 �
 �� �	�������
 ������� i� ����� ��	���� �������	� ��	 �
������� �
 ����� ��
����� 
	��		


���	 ���
 ��� ���
���	� ����� ��*	 
	�	����� 	��	
���	 
��	����� ���������
�� �� �
 +��� �,-.� �

+�� ��
�	�� �� ��
����� ������ �� �� ����	 ��	 ���	����� �
������ �	�	� �
 ����	� ���� �� ��
����


�� ���	� �����	�	��

γij = (nj − ni)
6τij (α− w)− 3τ2ij

16β
+ nk (τik − τjk)

6 (α− w)− 3 (τik + τjk)

16β
+ ti − tj . ���

���� ��	��� �
������	 ������� 	/����
���� ����������	 ������� ���� �	��	�� �� ��� ���	�

dγij

dti
= 1

dγij

dtj
= −1 ����

dγij

dtk
= 0

0



��� ����� ��	�	

dγij

dτij
= 6 (nj − ni)

α− w − τij
16β

⎧⎨⎩> 0 for nj > ni

< 0 for nj < ni

dγij

dτik
= 6nk

α− w − τik
16β

> 0 ����

dγij

dτjk
= −6nk

α− w − τjk
16β

< 0


�� j �= k� �
	������ ���� ��� 	��� �
 dγij

dτij
������	 �� ��� �������� 	��� �
 ��������	� ������� ����	

������	 ��� ��� �����	 �
 �������� ��	������������ �	 ��	���
�� �������� � ��	� �� ����� ��	�	 ��	��	

���	 �� ���� �� ������ ��������	� ��� ��
��� ���	� ������ ����		 ���	���������	 
����� ����

��������� �������� �� 
�	���		 �� �����������	�

����� ����	
��
�


!� ���	 	�
	������� �� ���	���� ��� ��	� 	���� �
 ��� �������� "��� �	� 
�� ����� ����� ��	�	 ��

������ #�	� �$����
���� �� ����	 	�� 
� 
��������� 	����� �������	 �� ���� �������� ��� ���� ���

����� �
 �� ����	 �� �������� ��� ������ ����	���	 �
 ��� ���	 ��� ����	����	 ���� �������� "����

�� ���	���� 	������ ��������� 	�����	 �
 �	��������	 ����� ������ �� ��� ������ ��������� �����

��	�	 ��� ������� 	���	� ��� ��	��		 ��� ���	� ����� �� �������

%��	���� ������� i� &� ��� ������� ��� ����� ���
�� �
 ���	 '�	 ����	�� �� ��� ��		 �


����	����	( 
� ������ �$������ ) ��� ��� ����	 �$������ * �� ��� 3 − G (γij) + G
(
γki
)
� ���

����� �� �������	 Ti := ti
(
3−G (γij) +G

(
γki
))

. +�������� ������� ��, 	���	 ���� ���	����

	�����	 �	 ����� 
�

Si := ni

(
(3α− 3w − τij)

2

32β

)
︸ ︷︷ ︸

:=δiji

+G
(
γij
)
ni

[(
(3α− 3w − 2τij)

2

32β

)
−
(
(3α− 3w − τij)

2

32β

)]
︸ ︷︷ ︸

:=Δij
i

+ ni

(
(3α− 3w − 2τij − τik)

2

32β

)
︸ ︷︷ ︸

:=δjki

+G
(
γjk

)
ni

[(
(3α− 3w − τij − 2τik)

2

32β

)
−
(
(3α− 3w − 2τij − τik)

2

32β

)]
︸ ︷︷ ︸

:=Δjk
i

+ ni

(
(3α− 3w − 2τik)

2

32β

)
︸ ︷︷ ︸

:=δkii

+G
(
γki
)
ni

[(
(3α− 3w − τik)

2

32β

)
−
(
(3α− 3w − 2τik)

2

32β

)]
︸ ︷︷ ︸

:=Δki
i

= G
(
γij
)
Δij

i +G
(
γjk

)
Δjk

i +G
(
γki
)
Δki

i + δiji + δjki + δkii + niw, ����

���� Δij
i � Δ

jk
i ,Δki

i � δ
ij
i � δ

jk
i � ��� δkii ��� ������ �	 
�������	 �
 ��� �����-	 ���������	

Θ :=
(
α, β, w, (ni)i∈K , (τij)i,j∈K , F , F

)
.

,.



��� ���������	 
���
� ��
���� �� ����	�� i �
������
 	�� 
�� �� ���
���� 
�����
 
�� 	
� �������


����
�� 	�
	 ����	
 �� 	� 
�
��	�� �����
�� 
�� 	�������� 
����
 	�� ��������� ��	����
	��� �������

Wi := max
ti

Si + Ti ����

	
���� tj 
�� tk 

 ����� !� 	�� 

�� 	����� ����
�� �
 �
������� �� ����	���
 j 
�� k ���� tj 
��

tk� ��
���	����� "����������� �� ����� 	�� #

� �$��������� �� 	�� 	
� ������ �
�� 

 ������
 

��������� �	 %��
���� ������� E ��	� |K | = 3 ��� 
�	 �� 	
� �������
� (ti)i∈K � ���
	��� 
��

��	��	 ������
 ���� 
 
���
��&������	 #

� �$���������� ��

(1) ���
����
 ����
� 	���� ���
�� 	� �
������ �	���	�� 	
���� �����
 

 ������

(2) ���������
	�� ���
 �
������ 	���� ����	
 ���� $�
�	�	��
� 	
���� ���
	���
 ����
���
 �� 
��

���
 
�� 	
� �
	�
 �� 
�� ����	���
 

 ������

(3) ������ ���
 ����
� 	���� ���
	��� ��	��
���� 	
���� 	
� �
	�
 

 ����� 
�� 
�	����
	��� ���

���
 
�� ���
����
 ��
�	 ��	��
��� �� 	���� ��	��	 
�� ���
���	��� ����
���
� 
��

(4) ���������	
 �
������ ����
�� ���� 	
��
 	
���� 	�� �	��� ����	���
' 	
� �
	�
 

 ������


�	����
	��� 	�� ���
���� �� ���
 
�� ���
����
 

 ��
������ �� (1)− (3) 

��� ��
	&����� �����	��� �� 	�� 
���
� ��
���� ������� �����
 ��
�	��� ����	���
 ti (tj, tk,Θ) ���

�
�� ����	�� i ��	� i �= j, k "
 "������� " � ���	��� 
���
� 	�� ��
�	��� ����	���
 
�� ����
�

�� 	
� �
	�
 
��� 	�
	 	���� �
 
 ���$�� ��	��
��	��� �� 	�� ��
�	��� ����	���
� ti (Θ) ��� i ∈ K �

������� 	�� 
���	��� 	� 	�� 	
� �����	�	��� �
�� (� 	�� ���������� �� ���
���� 	�� �$���������

�� 	��
 �
�� ��	� 	���� ����	���
 

)���
 � 
���
����
 ����
�
	��� 
	
	��
 �� 	
��
 �� 	��
 �$��������� ��	� ��
���	 	� 	�
��

��
	
 
�� ����	�� 
���
 


���� �	 ��� ��� i, j, k ∈ K ��� j, k �= i �	
 �����
��� �
�
��� 
���������� ����������
 �������

	��� ��� ti

(a) 
��	 �
��
�� �� ������� ���
�

dti
dni

= 3τij
2 (α− w)− τij

320β
+ 3τik

2 (α− w)− τik
320β

> 0

dti
dnj

= 9τjk
2 (α− w)− τjk

320β
− 27τij

2 (α− w)− τij
320β

⎧⎨⎩> 0 for τjk � τij

< 0 else

���

(b) 
��	 �
��
�� �� ����
 �����

dti
dτij

= 3
α− w − τij

160β
(ni − 9nj)

⎧⎨⎩> 0 for ni > 9nj

< 0 for ni < 9nj

��



dti
dτjk

= 9
α− w − τjk

160β
(nj + nk) > 0.

����� �� �		
 �� ����
��
 �� ����	��
 ����
� ���

 ��� �������
 �����
� �� ����	����� ������ ��

� �������
 ����
� ���� ��������� ��� ���
� ��
 
�
�� �� � ������� ����	����� �� �����
� ������� ��

	
�� �	
��� ����� ������� 
�
��� �	�� � ��	

 ��
� d2ti
dnjdτjk

> 0� ��
 �
	��������� �
��

� ti ��� nj ��

�������
 �� ��
 ����
 �� ������� j ���� k �� �
�� ����	� ������
� �� ��
 ��
 ���� ������� i� �� ��


���
� ����
 dti
dnj

< 0 �� τij ��� τjk ��
 �� ��
��	� ����	��� ��
 ���
 �����
��� ��	� ��� ��
 
�
���

�� nk �� ti� !�
� i ��� j ���� �� 
������� �����
 ��
� τik = τjk > τij
 �� 
�	���
�
�� �� ����
�

k �
���
� ���
� �����
 ��
 �������

"��
��
�
 ����
� ����
 ����� �
��

� �������
� j ��� k �����������	� ����
��
 ��
 ��� ���


�� ������� i� #�������
	�
 ��
 ���
� �������
� 	��
 ���������
�
�� ��
� ��
�� ����
 ����� ���

 �����

���� ������� i �� ��
 �������� �� ��� ���
� $��
 �
���
 ������
� ���� ������� i �� ��� ��� 	���


����
� ����
 ����� ��� %��� �� i ��� ���������	 ��
����
 �� i�� ���
���
�� �� 	��
� ��
 ��� ��

������� %���� #� ������� i �� �
�� 	���
 �
	����
 �� j
 dti
dτij

��� �
 �������
� &� ����
��
 �� τij ���
�

��� ������� �����
� 	
�� �
	
���� ��� ��
 	������� �����
 �� %��� �
����
 ��
�
 '��� ���� �� ���


��
�� ���
�� �� ��
 �
�� 	���
 ����
�� #� ���
� �����
 ��
 ��� ���
 �� ������� i �
���
� 	
��


	����� �� �
�����
 �� � ���
 �� τij� (��
�
�
 ��
 ����	� ���
 ���� ��
 ���
� �� i ��� j ������

����
��
 ����	���
���	�
 ���� ��
 ��
�
 ��		 �	���� �
 � ������� ����� ��� �� 	��
� ��� ��� ���
�

(����� �
�	� ���� ��
�
 ����������
 �������
 )���		��� * ���
����
	� ��		���� #� ������
��

����������
 ������� �� ��
 +���
����
�, ��
���
 ��� ���
� ���� �
��
�� �� ����
 ������

��������� �� ��� ��� i, j, k ∈ K ��	
 i �= j �= k

d1
2 (ti + tj)

dτij
= −12 (ni + nj)

α− w − τij
160β

< 0,

d1
2 (ti + tk)

dτij
= 3 (2ni − 3nj)

α− w − τij
160β

⎧⎨⎩> 0 for ni > 1.5nj

< 0 for ni < 1.5nj

,

���

d1
3

∑
k∈K tk

dτij
= −5 (ni + nj)

α− w − τij
160β

< 0.

!�
� ��	��
��	 ����
 ����� �
��

� i ��� j ����
��

 ��
 ��
���
 ��� ���
 �� ��
�
 �������
�

��		�� ��
 ���
 ��	�� ��� ��
 ��
���
 ��� ���
 ���	����
� ��
 ���
 �� τij �
���
� 
������� ��������

���	����
 ��� ���������� %��� �� ������
 ���
���� ����
� �
���
� ���
 ���������� ��
 
�
��

�� ��
 ��
���
 ��� ���
 �� ������� i ��� � ����� ������� k �� ���������� ��� �������

 �� nj >
2
3
ni


��
 �������
 �
������ �� tk ������ ����
����
 ��� ��
 �
�����
 ��
 �� ti�

��� ��� ����� �	
���
� ����
�� j ��� k �� ��� ��
��� ���� �� ����� � ���� ��� ���� ���� τkj = τjk.

*-



��� ��� ���	
� �
 �	���	� ���������	���� �� �	� ����
�

�� ��� �����	
��� 	� 	
�� 
���
��� ������� 
������� ������� 	�

� �
����

 �
�
�������
�� ���
��

��� ���

�� �
��� ��� ��������� ��� 
���� �� �
������� ����� ���	��� 
�����
�� 
������ ���������

�
����

 �
�
�������
�� ������ ��� 
�������
���� ���
�
�� �� ���� �
� ��
��
�� ���� 
���� �
������

	� ���� 	
�� ��� ����
��� �
����
�� �� �����������

����� ����� 	
���

������� ��	 ���� 
�����
�� i ��� j ��� 
� �� �
����

 ��
��� ���� ������� �� ����� 	���

����� ���	��� 
������ k ��� ��� �
����

 ��
�� ��
���� ����  �� ��������
���� ����! 
�����" #�

$�����
�
�� % ���	�� ��� ���	�� ������� �� ��� �����
�� �
&�� �� ��� ����� ���'���� �� ��
�
����

�����	� ���� (���� %�


�
�
����
� �  ����� 
��� 
������!� ������� ��	� τ := τik = τjk 
�� i, j, k ∈ K 	�
 i �= j, k�

����� �	���	� 
��������	���� �
 ������� k ��	 	 ���� �� ���	���	� ��	
� ����� ���� ��������� i 	�
 j

�	� ��� 
�������� �	� ������

(a)

dti
dτik

+
dti
dτjk

= 3
α− w − τ

160β
(ni + 3nj − 6nk)

⎧⎨⎩> 0 for ni + 3nj > 6nk

< 0 for ni + 3nj < 6nk

	�


(b)

dtk
dτik

+
dtk
dτjk

= 3
α− w − τ

160β
(2nk − 9ni − 9nj)

⎧⎨⎩> 0 for 2nk > 9ni + 9nj

< 0 for 2nk < 9ni + 9nj

.
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&�  ni = nj = nk�� ��� ��� ���� 	
 ��� ����	

 ���
��� ����	
���

��� ���� ����� 	� 	� 	� 
�� ��� ���
� �����	�� �� ��� ���
��	� �
	�
� ������
 	
 (b)� ��	� ������ 	�

��	��
 �� ��� ������ ������ ����� �����	��� ������

�
��� �������	� ������ �	���� ��� ����� 	
 ��� ����	
	

 ���
��	� �
	�
 �������� ���� (a)��

�
 ���� ���� ��� ����	

 ���
��� 	� ���
� ������� �����	�� �� ��� ���
��	� �
	�
� ��� ����� ����	
�

��	����  ��	�� ���� �� (a) ��� �����	�
 �� ����� 	
�	�� ��� ���
��	� �
	�
 ��
 �� ��������	�

��!�
�	

 �
 ��� �����	�� �	�� �� ��� ��� �������� "�� j �� ��� ���
�� ������� #������ ���� ���

	
������ 	
 ����� ����� �	�� ���
��� k ��� ���! ��� ������� ���
��� i �� ��� ����� ������� ���

���
�� ���
��� j 
���� �� ����� 	�� ������ $��
��� j ��	�� ����� ���� ���
 i ��� ��� ����� ��
���
�

�� � �����	�
 �� ��� �	�	
��
���	�
 �� k�

%��!��	�	�
 & 	� ��� '��� ��	
 ������� �� �!���� �� ��� ��!�����	� ���� ����� (���	� ��� �)

������ 	�� ��� ���� �
� ��	�� 	
 ���
� !��� !������� �
 ��� ��� !��	�� �� ���
��	�� 	
�	�� ��� �
	�
�
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�
�
������ �� ��	 �� ��� �����	 ������ �� �	�� ����
�� �� �� ��� �� ��

���� ���

�	����� �� � ��

���! � �� �	
�����	 ���� � ����� ����� ��	�	 ���		 �������	� ���
� 
	�� ��


��	� ��"	� �� �

 �������	� ��������� �� ��� ������	�
� ���

	 ���	
# ��	 ��
���	����
 	"�� �� �

���	���� ���

	� ������� 
��	 $
��� �%� ��

���� ���� � &���� ����� ���� �����	 ��� �	�����!

���	�	�! ���
� 
	�� �� �� ����	��	 �� ��" ���	� �� �����	 ����
	 ���

 
��	���� ��"	� �� ��	 ���	�

��� �������	��#

����� ���� ��	�
��� 
��� ������	������

$� ���! �	 ���	 ������	�	� �����	���	� ����� ���	��
� �'	��	� 
��������� �����	� (� )���! ����

��! ��	 ���	����	 ������ �� )�� �	�������# ������� 
�	*��" 
��)� ��'	�	����
�! ��	�	 �����	���	�

�����	��
� �
�� �����	 ����' ��������	�! ����� �� ��	 	"�	����	 ������ �� )���# +� ��������! �	

��� ������	� ��	 ���	�� 	'	��� �� 	������� ������	������� �� )�� 
�������# ,	��

 ���� � )�� ��

�������� ij 
����	� �� ������� i ��
� �� πij
i (μ) − ti ≥ πij

j (μ) − tj − Fij# ���� ��! ��	 )�� ��� ��

���	� � 
������� ���� ����� �� ����� ���� � ���� ������(�����# ���� ���� ������(����� ��� ��'	�

(	��		� �������*
����# -��	 ���� ��	�	 ���� ������(������ ��	 ������� 	
�	 ���� � �	����	 ���

�	
������� 	
��������	�! ����� ���� ������*�	���������*���	# ,	
������� ������ ��	 ����� �� 	���	�

���� ���� �����	 �� ��	 ������	 �� ��	 �����# ���� �� �����	� ���	����� �� 	������� ���	�������#

-��	
�! �� �	����(	� ��	 �	��		 �� �������.����� �� �����
 ���	
����	 �� 
��������� ���������

��� ���	� (����	�� �	��
������ ��� �������	� ���	 �	���	�# /�	 ����
� ���	 ���� ������� ����

�����	
 	������� ���	������� �	��� �� ���	����� ��" ���
	������! �� �� ���

�)	� )�� �	
�������

���! �	��	! ���	� ��" (��	� ���	 	
�����# ���� �	������� ��� (		� 	"�	����	
� �����	� �� ��	

��" ���
	������ 
��	�����	# 0��	�	�! ��	 	"������ 
��	�����	 �� ��
	�� �(��� ���� ��

	�� �� ��"	�

��	� ��	 ������� 
	��	� �� 	������� ����� ���! �� � �	��
�! ���	� � 
	�� 	
����� ��" (��	#

1	 �
	�������
�.	 ���� �����	
 �� ��

���# $�

��	 ���� F ij ∈
[
F ij, F

ij
]
�� ����� ���� �

������� ������(����� Gij (F ij) = F ij−F ij

F
ij−F ij

��	�	 −F ij := F
ij
# -�� �	 ��� ���	��
� ���	�
�	� F

ij

�� ��	 �	��		 �� 	������� ���	������� �� i ��� j# ��	�	���	! 	������� ������	������� �����	� �

�	��*
�	�	����� �
�	�� �� ��	 ������(����� �� �	
����	 )"	� �����# ��	 ����	� F
ij
! ��	 ���	 )���!

��� �� ���� �	����� �
�� ��������	�! ��	 ������	� �� � 
������
�� ������� ��� ��	 
	�� ����
� (����	��

��" ��'	�	����
� ����	� ��� 
������� �	�������# 1�	� ������� i ������	����	� ���� j ��� k! F
ij
���

F
ki

���	 �� ��� ���	
#

�� ����	�� ���� 	'	��! 
	� �� ��� ��� �����	 ��

 ������� ����	��� �� �

 
�������	� �� ��	 ���	


���	� ���� ��	 ������(����� �� )"	� ����� (	��		� ��� ��� �������	�# ��	�! �	 ��� �	���	 	���

�������2� 	3��
�(���� ��" ���	� �� � �������� ��
(
F

ij
)
i,j∈K

# ��� � �	���
	� 	"
�������! �	 �	�	� ��

4

	���" 4#5# 1	 ��� ��� ����	 6��
������� 5#

����������� � ��	�� 
�	�	����� �
�	�� �� 
������� )"	� ������ ������� ��	� �
	�� ����� 	
�

���
�
� ����� 	
� ���
���	�� τ := τij = τik = τjk 	
� n := ni = nj = nk ��
 i, j, k ∈ K 	
� i �= j, k�

7%



(a) ����� ��� 	�
 i, j, k ∈ K 	�� i �= j, k dti

dF
jk > 0. �����
��� dti

dF
ij > 0 ��� ������ F

ij ≈ F
jk ≈

F
ki
� �� F

ij ≈ 0� �� F
jk ≈ 0� ����
��� �� F

ki ≈ 0� dti

dF
ij < 0�

(b) ������� ��	� i 	�� j ���� 	� �������� ������ ���� F
jk

= F
ki ≥ F

ij
� ����� dti

F
jk + dti

F
ki > 0�

dtj

F
jk +

dtj

F
ki > 0� 	�� dtk

F
jk +

dtk

F
ki > 0� ������ ��� ���������	���� �� ������
 k �	���� �	� �	��� �
��
������

��� ���� ����	� 
� (a) 
� ��� ���
�
�
�� 
� 	
��� �� ��� ��
��
�� 	
��������� �� ���������
�� ��

��� ����	� � �
�� 
� F
jk
����� ��� ����� 
� ��� �
����	� ������� ������
�� j ��� k 	��� �	���
��

��
�� ����� ��	������ ���� ��� ���������� �� 
������� ��� ����� 
� ����� ������
��� �� ���  ���

�!�
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��� ��
� �

		� �"�� �� ��� ��� ����
�� �� ��� ��� �
����	� ������� ������� i� #�� �� ���

�������
� ���
	�������
�� �� ��� 
�	
�
�� ti 
���������

�� ���� ������ ��� ��� ���� �� � ������� ���� �
 ���� ��� ���� ���� �
���
���
�� �
���� �������

���� ������� ��� ������� ���� ���� 
�� ti 
�������� 
� F
ij
� ��������
��	�� ����� ��� �� ����� 
� ��
��

��� ��� ���� ��		�� dti

dF
ij < 0� $��� 
���
����	�� � �����
"� �
�� ��� ����� ���� F

ki

� "��� ���		�


��� ��� ����� ��� "��� �	���
� ������� ������
�� i ��� k� ����� �� 
������� 
� ��� �	���
�
�� �� ���

���
	
�� ������� i ��� j ����� ������� i ��� ����� %�� 
���
�
�� 
� ���� �	�� ��� �
������� 
�

��� ���� �	���
�
�
�� �� � ������� 
	��� � ��	�� ��� ���� ��� ��	����
�� �� j �
���� ���� ��� ���

�� k� ��� ���� �	���
� 
� ������� i&� ��� ���� �� �"����� 	���
�� �� ��� �����
��� �������� 
� ti�

'���	� (b) �� ��� (��
��
�
�� �����
��� ������� 
�����
�	 ����� �� ��� �
�
�������
�� �� �������

k ���� i ��� j� )��� F
jk
��� F

ki

������� �
��	�������	�� ��� ����� ������ 	��� �	���
� �������

��� ������
� ��
�� ��� ������� k� ��� 	���� ���
	
�� �� ���� ������ ��� ����� �� �
�� �"���������
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����	� ��		��� ���� ��� ��
����
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�
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i, j, k ∈ K 	�� i �= j, k
d1
2 (ti + tj)

dF
ij

> 0,

d1
2 (ti + tk)

dF
ij

> 0,

	��

d1
3

∑
k∈K tk

dF
ij

> 0.
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�
�-����
���
��-�
��
�� ��������
�� 
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�
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�� ����� 
	� ������ �� �����
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���� ��� ����	����
���	
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	�����
�� ��� ���� �� ���	��� k ���� ��� ���	���� �	��	� ��� �
�� �� ����	��
�

���� �	 ���	��� k ���� �����	� ������ ��� ���� ��
�� �� ��� ���	��� ���	 ��
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 ���	��� �
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��� �����
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 ���� �	 F
jk
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��

����� ����� ��
��	
��� �	 ��� ��	���� �� ���������	 ��
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!������� ���
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���	 �� ���	��� k ���� j� �� ����� �� ��
� ���������	

�������	� �	 ���	��� k �	���
�� ���� ��
� ��� �����
���	 ���� j �� k ������� ���� ������ ��
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�
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���	 ���� �����������	� �� ������ �������� 
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� F ij ∈[
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ij
]
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 �	����� �����������	 Gij (F ij) = F ij−F ij

F
ij−F ij
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jk −F jk =

F
ki − F ki� #�� 	�� ��� �����
���	 ���� �����������	� 
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������ �� �
�� 
 �� ���	� ��
	� ����
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)
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� �� ��� �
�� ��� dti
dμij > 0� dti

dμki < 0� ��� dti
dμjk = 0�
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��	� �	 ���	��� j ���
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.�	����� 
�
�	 ��� ����
���	 �	 ����� ���	��� k ����	����
��� ���� 
	 ���	���� �	��	 ������

�� i 
	� j� ���	 ���� ����	����
���	 �
*�� �� ���
������ ���� ������ �� ��� �� 
 ����	��� �	 ���	���

k ��
	 �	���� ��� ���	���� �	��	� μki �����
��� 
	� μjk ������ #� $���������	 %� ���	��� k �
� ��

����� ��� ����	��� �
�� /������ �� ��� ���	���� �	��	 �
� �����

01
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	� ������
��� ����� ����
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�������� �����
����
��� ����
� ������ ���� 
	�������� �
���
� ��
��� �� 	����	���� �� � ��
�� ����
���

�	�� 	����	���� ��� ���
 ���� ���� ��
����
������� ������� 
	�� ���� �����
� ���� ��� ��������
���


� ���
	�� �� ���� �� 
	� ��������� �� �
���
��� �� ������ 
	�� 
	� �����
��� ���
� �� 
	� ���
� 
 �� 
	�

!�� �
 ����
�� ���� "# ��
�$��� �� 
	� #% ��� ��
��� 
� 
	��� 	��� ����
���� �� �
	�� ����
����

�� 
	� ����� �� 
	� #% ����
� ��� �� 
	� ���������� �� ���� ��
	 
	� ����
� �� � ��������� ���
��

�����
��� �� 
� ��� #����� &���� '� �� ��� ������ 
	�
 
	� ����� ������
��� �
��� ����
��


��� �������� ���� ������
��� �	��
� ��
���� ����
����� (����
��� �� ��
��� 
� 
	� ���� �	��� � ��

���
 ���
����
���� ��� 
	� ���� F
ij
= F ∀i, j� )������
��� * ������� ���� 
	� �������
�
� �
�
���

�� &���� '�

��


��	�
� � +������
��� �	��
�,� ��� ��� i, j, k ∈ K ��� j, k �= i ��� 	�� ���
�� �
� ������
��

������� ���
�
��
�� 	�������
�� ����
	� ��� ti ���� �
�
�������
�� 
���	�� �������
�� �

���

(a)

dti
dni

− dti
dnj

= 30τij
2 (α− w)− τij

320β
+ 3τik

2 (α− w)− τik
320β

− 9τjk
2 (α− w)− τjk

320β
≶ 0

���

(b)

dti
dnj

− dti
dnk

= 27 (τik − τij)
2 (α− w)− (τik + τij)

320β

⎧⎨⎩> 0 for τik > τij

< 0 for τik < τij
.

�
����
�� ���� ����
�� �
� ��
�� �� 
��
�� �
� ��
�� ��
��� ����� 
��
�� �
� ��
�� ��� ������

�
� ��� ���� ����
���

-	� ����
� �� �����
���� ���� � �	���� �� 
	� ��$� �� ����
���� �	��� 	������
∑

l∈K nl � ��� ��


� �� ������ �� 
	� ������ ��� 
	� ���
���
��� �� �����
��� .���� !� ���
 (a) �� 
	� )������
����

�����
��� ���� 
	� ���
��� ����
�� ��
� � ������ ����
�� ������� 
	� ���
��� ����
��/� 
� ��
�

��� ������ 
	� ���
���
��� ����
�� 
� 
� ����� -	� 
� ��
� �� 
	� �
	�� ������ ����
�� �����

�� ���� +��� (b),� -	� ��
��
��� �� 
	�
 
	� �������� ����� ����� �� � �	��� ���	 
	�
 ������

����
���� ������ ���� �

���
�
� 
� ������ �����

0�������� 1 ������� 
	� ����
 �� �����
��� ���� ����
�� j 
� i �� �
����� 
� ��
��� 	������∑
l∈K nl ��� nk � ���

�
�
����� �� ��� ��� i, j, k ∈ K ��� i �= j, k� �
� ���	� �� �������
�� �

��� �� ������� ��� �����

���

(a)

d1
2 (ti + tj)

dni
− d1

2 (ti + tj)

dnj
= 3 (τik − τjk)

2 (α− w)− (τik + τjk)

160β

⎧⎨⎩> 0 for τik > τjk

< 0 for τik < τjk
,

'2



���

(b)

d1
3

∑
k∈K tk

dni
− d1

3

∑
k∈K tk

dnj
= 5 (τjk − τik)

2 (α− w)− (τjk + τik)

320β

⎧⎨⎩> 0 for τjk > τik

< 0 for τjk < τik
.

���� �� ��� ���	�
� ����� 
� � �
������
� ����� �	
� ��� ������
 �
���	� �
��	�� � �����	

�
���	�� ��� ��� ��� �	
� (a) ���� ��� ���	�
� ��� 	��� 
� ����� ��
 �
���	��� ��������� �� 
���	

�
	��� ��� ������
 �
���	� 	������ ��� ��� 	��� �� �
	� ���� ��� �����	 �
���	� ��� 	���� ���

���� ��� ���	�
� ��� 	��� 
� ��� �
	�� ���� ���	���� �(b) � !� ����	���� ��
��� ��� �
������
�

����� ���	
��� ��� 
���	 �����	 �
���	�"� ������� �
 ���� �� ���� ��� 	���� �� ��� ��
�
��� ���
�

���	����� ���� 	��� 
�����
�� ��� 	������
� �� ��� ��� 	��� 
� ��� ������
 �
���	� ���� ���� ���

����� 
� ��� ���	�
� ��� 	��� 
� ��� �
	�� �� �
�������

��#�� �

����	� ��� 	������ �� ���� �����
� ��

��� ���� ��
	���
� �	
� 
������ ��� ���
� �


������ ����� �
 ���	���� ����� ������ ��� ���
� ��� ��	������ �
	 �
���	��� ���� ����	����� � �
��$

����
� ���	����� ���� �� ��� ���	� ���� ����
�� �	
� 
�	 �
����

��� ��� K��	
��
� �	���

%����
 ���� ��� ��	��$�
���	� �
���� ��������
 
�	 ��
�
�� E �
 �� �	���	�	� �����	 
� K

�
���	��� �� ��	��
���
	��	� ��� �� ��� ���� ���� �
	������� ������� �� ���
�� �� �
 ����&��

������ 
� ��	���� �������
	���
� 
� ���	� �
���	��� 
������ ��� ��
�
��� ���
�� '�� KEU ⊆ K

���
�� ��� ��� 
� �
���	��� �
	���
 �� ��
�
��� ���
� ��� KEU := |KEU | ∈ Z
+ ��� ��	���������

(
�� ���� 1 ≤ KEU ≤ K� )
	 ����������� ��� �� �
�����	 ��� ���� ���	� F = −F > 0� !� ��

���� ����� ���� ��������
� ��� ������ �� 	������� %
����	� �� ���� �����
�� �� ���� �
 �
��� 
�

��
 ������
��� �������
�� 
� ��
�
��� �������
	���
�� ����� ��� ��	��$�
���	� �
��� �� ������ �


���	���� )�	��� �� ��
� ��� ����� 
� � 	��� �� �	��� �
��� ������� � �
���	� ������
 ��� ��
�
���

���
� ��� ��� 	�������
 �����	 �
���	��� 
� ��� ��� �
���� 
� ���	� �
���	���� ���� ��� �
���	���

���� ��	� ��	���� 
������ ��� ���
� �	�
	 �
 ��� ���� ���#� ��� *+ 
	 ,���� �� ��� ���� 
� -	���� �

����� 
���	� ���� KEU < K� +��
����� �� ���
�� �
�� ������	� ��������
�� ��� ��	��� ���

��� �
���� 
� ���� �
���	� �� � ������
� 
� KEU � ���� ���
�� �� �
 �
��� ��
�
��� �������
	���
�

��	��� �� � ����
� �� KEU � )
	 � �������� ��	�����
� 
� ��� K$�
���	� �
���� �� 	���	 �
 ���

!������� !�.�

/0



����� �����	
� �
�
�
����

�� �� � ������ 
� ����� ���
�

�� ��� ����� 	
��������� 
� ����� �� ��� K������
� ������
��
� �� 	
��������� ��� ��� �
��� ���

�� ����� �� �������� ��
� �� �� ������ �� ����� ��� ���
� � ���������� �� ��� ����� �����
��� ��

n̄EU = 1
KEU

∑
m∈KEU

nm�

������


�� � !�
��� ���� ���� ��"� ������� ��	� 
�����
�� m ∈ KEU ���� 	� �
����

 ��
��

�
�� τ = τml, ∀m ∈ KEU 	�� ������� ��	� 
������ l ∈ K \KEU �
�
�����	��� ���� ��� ������


�����
��� ��
� ��
����� ��� ������
�� 
�	��� 
� ��� �	� ��

(a) ��� ��	�
�� 
������ l

∑
m∈KEU

dtl
dτml

= 3KEU

(K − 2)nl −
[
2 (K − 1)2 + 1

]
n̄EU

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β⎧⎨⎩> 0 for nl >
2(K−1)2+1

K−2 n̄EU

< 0 for nl <
2(K−1)2+1

K−2 n̄EU

,

(b) ��� ���	
�
�� ������ 
�����
�� m ∈ KEU

dtm
dτml

+
∑

j∈KEU\{m}

dtm
dτjl

= 3
(K − 1) [2KEU n̄EU − 2nl (K −KEU )− nm] +KEU [nl − n̄EU ]

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β⎧⎨⎩> 0 for nl <
(2K−3)KEU n̄EU−(K−1)nm

2(K−1)K−(2K−1)KEU

< 0 for nl >
(2K−3)KEU n̄EU−(K−1)nm

2(K−1)K−(2K−1)KEU

,

	��

(c) ��
�� 
�����
�� ����
�� ��� ��
�� k ∈ K \ (KEU ∪ {l})
∑

j∈KEU

dtk
dτjl

= 3KEU (2K − 3)
n̄EU + nl

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β
> 0.

�
��� ������� 
����� ������� l ��� KEU #�$�� ���
� �����
���� ����� �
� ��� ��
� �� ���

�����#�� ������ 
��������� #�
� ���
������� ����� ������ ���# �� ��� #�
� !��
� (c)"� �� ��
 ���

��
��������
� ���� ��
���� ����
����� ��� ��� 
��� �� �����
� l ���� ���
���� �� ��� ����
#��� ��

��� ������� 
����� �
�# ��� �����#�� ����� �
������ ���� �� �� ��� ��� ��
 � 
������� �� ��� ���
� �

#�#��
 �����
��

��� 
������� �� ����� ������ ��� ����� �� ���� ����
� �� ������� �� ��� ��%� �� ��� ������ �����
��

�� ��� 
��������� #�#��
 �����
�� �� ���� �� ��� ��%� �� ��� ���
� � #�#��
 �����
�� ��  ���
��� ���

�&��� �� � #�#��
 �����
� �� ��������� �
������ ���� ��� ��%� �� ��� ���
� � #�
$�� �� ��� �����

�� ��
 � ���� � 
������� �� ��� 
��������� #�#��
 �����
�'� #�
$�� ��� ��� ��� �� ��� ������ 

�������� ��	� 
� ��
� �������� ������ ������ �� �������� ���������	����� ���� ��	���� �� ��� ��	�� ��
	����� �� ���


�	���� ������� 
��� ��� ���	����� �������� ������ �� �	�����
	�� 
� ��
� ��	�� ��
	����� 
��� ����� ��������� ����


���� �� �
	����
� �� ��� ������ �	�� ����� ��� �� ���	��� �	�� �� ���  !�� "�������� �� ������� ��� �������
���

��	� ��� �� ����� ���� ��
 ��	�� 	���������� ���� 
��� ��� �#�

�(



�������� 	
��� �
������ ������������� ��

���� �� 
����� ���� �n := nm = nl�� ��� ���������� ��

(b) ������� ��

dtm
dτml

+
∑

j∈KEU\{m}

dtm
dτjl

= 3n
4KEU − 2K − 1

2K − 1

α− w − τ

16β

⎧⎨⎩> 0 for 4KEU > 2K + 1

< 0 for 4KEU < 2K + 1
. ����

	� �� ��� ���� ��� ����� ������ ��� �����
�� ����� ���� ���� �� ��� 
��� 
�
��� ���������� ��

��� �������� ���� ����������� �� � ������������ ������ �������� 
������ ����� ������ 
��� �
 ���

��
��� 
�� ��������� ����� ��� ���������

 �������� ! ��������� ������� �"����� #�� ���� �� ��$�� ��� ������ %&� ��� ����%& �������

��� ����� �� 
������'

t :=
1

K

∑
k∈K

tk, tEU :=
1

KEU

∑
k∈KEU

tk, tnonEU :=
1

K −KEU − 1

∑
k∈K \(KEU∪{l})

tk. �()�

��������� �� ������� ��	� 
�����
�� m ∈ KEU ���� 	� �
����

 ��
�� �
�� τ = τml, ∀m ∈ KEU

	�� ������� ��	� 
������ l ∈ K \KEU �
�
�����	��� ���� ��� ������ 
�����
��� ��
� ��
����� ���

������
�� 
�	��� 
� ��� 	���	�� �	� ��

(a) ��� ���	
�
�� ������ 
�����
��

dtEU

dτ
= 3

[(2K − 3)KEU − (K − 1)] n̄EU + [KEU − 2 (K − 1) (K −KEU )]nl

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β⎧⎨⎩> 0 for nl <
(2K−3)KEU−(K−1)

2(K−1)K−(2K−1)KEU
n̄EU

< 0 for nl >
(2K−3)KEU−(K−1)

2(K−1)K−(2K−1)KEU
n̄EU

,

(b) ��
�� 
�����
��

dtnonEU

dτ
= (n̄EU + nl)

3KEU (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β
> 0,

���

(c) ��� �����

dt

dτ
= −3KEU

(
n̄EU (2K − 1) + [K −KEU − 1]nl

K (K − 1) (2K − 1)

)
α− w − τ

16β
< 0.

*�� �������������� �
 ������� l �� ������� ��������� ����� �
 ����� ���������� ��� ������� ���

������� ��� ���� ���������� *��� ������ �� ������ ��� ���� ��� ������ �� ������� ����� �� ���

��
��� �
 ��������� �� ��� ������ *�� �"��� �� ��� ������� ��� �� ��� ��
������ �����
�� �����

�� �
�������� �������� +��� ��� ������� ������� �� �� ����� �� ��� ������� ������� ������ ���

������ ��� �"��� �� �������� ���������� 
�� 2KEU ≤ K �
�� 2KEU > K�� *���� ����� ��

�����

������� ������ ���� ������� l ������ ��� ��� ��
������ �����
�� ����� �� ������ ��� ������� ���

���� ������ ��� ����� ������

,-
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 ������	� ��	��

������� �	
 �� ��	�
�� ��� ������������ �� ������
� �
�
�����	�
�� ��� �	� ���
�
 
� �� 
�����

���� �
�����
 	������
��� 	����� ������
�� 	�� �� �
�����
 �
������
	�� �	� �	��� �
�� �������

�� KEU 	� 
� ��� ������ �� ������
�� �	� ������ �� 	 ����
����� ���	
��� �� �	��
���	�� 	�����

�
�����
 
� ������
 �
�� 	� ���� 	� 
� 
�����	� 	�� ������	� ��	�� ����� 	� ��������

�������	�� �� ��� n := ni = nj ��� ��� i, j ∈ K 	 
�������� ��� τ ∗ := τij = τik ��� ���

i, j, k ∈ KEU 
��� j, k �= i ��� τ := τlm = τln > τ ∗ ��� ��� l ∈ K ��� m,n ∈ K \KEU 
���

m,n �= l	 ��� KEU > 1	

������
� ��� ����� ��	� ����� �������
�� � ��� �	� �	�� �� ������ ������
�� tm 	�� ���

��� �� ��� ������ ������
�� tn �	� �� ��
���� 	� �����
��� �� 	 ������� ��� �� ����� ��
�
�
!��

Θ̃ :=
(
α, β, w, n, τ ∗, τ, F ,K,KEU

)
� "�����
�
�� � ����	�
��� ��� �	
� 
���
�	�
����

������	�	�� � #��	��� 
� ������ �� ��
�� ������
��$� �������� ��� ��������������� ���� ��������
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+
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 � ��������	
 �� �� ����	�� ��� i ��� j ������ �	��� �� ��	 �����������	� �	������ �� k ��

������	����	� �� �	 ��	���	
 �	 ��	 ���	�	��	� �� ��	��	� i ��� j ��������	 ��	�� �����	��� ����	

�����	�� !	
	� ���	" ���	� k ��� �	���	� �� �	�
	 ��	 ����� ������	� �� ��	 ��������� �� �����

��� ���		 �������	� �	������	 τij� #�����	 ���� �����	� �� ����	 ����� ��	 ������ ���� ������ �� ��

��$	 ��	 ��������� %���&���	� ��������� '�����	� ��	 ������ �����(������� �� ��	 )���* �������

������ ��	 )�	�* ��	� )+��* ����� �	����	 ��� �	 �����	� ��

(Wi +Wj +Wk) |�τ=�τold ≈ (Wi +Wj +Wk) |�τ=�τnew

+

(
dWi

dτij
+

dWj

dτij
+

dWk

dτij

)
|�τ=�τnew

(
τ oldij − τnewij

)
+

(
dWi

dτik
+

dWj
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+

dWk
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)
|�τ=�τnew

(
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)
+

(
dWi
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+

dWj
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+

dWk
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)
|�τ=�τnew

(
τ oldjk − τnewjk

)
.
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 .0
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(Wi +Wj +Wk) |�τ=�τold ≈ (Wi +Wj +Wk) |�τ=�τnew +
dWk

dτij
|�τ=�τnew

(
τ oldij − τnewij

)
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��������� �� ������� F ij �� ���� �� ������� ���� γij� ����� ��� ��� ������
� ��
����� ���
�
�� ���

�������� ���� ��
� ���� �� ���� �� 
������� ��� �������� ���
��� �� ��� ���������� ���� 
������ i��

������
��	�� ����� ��
�� ����
�� �����
���� ����������� ��� ���
�� ���� ��

piji (μ) =

⎧⎨⎩
α+3w+τij

4 if F ij ≥ γij

α+3w+2τij
4 if F ij < γij ,

pjki (μ) =

⎧⎨⎩
α+3w+2τij+τik

4 if F jk ≥ γjk

α+3w+τij+2τik
4 if F jk < γjk,

���

pkii (μ) =

⎧⎨⎩
α+3w+2τik

4 if F ki ≥ γki

α+3w+τik
4 if F ki < γki,

��� ��� j, k ∈ K \ {i} ���� j �= k� �� �������� ���
�� ��� ����� �� � 
������ �� � 
� ��� ��
 ��
����

����� ��� �� ���� ������	� ����� 
��� �� ��� ����� 
������� !��� ����� ���
�� ���� ��� ��
���

���
����� xij
i (μ) =

α−piji
β

� xjk
i =

α−pjki (μ)

β
� ��� xki

i (μ) =
α−pkii (μ)

β
� �� � ���� ��������� 
����
��

�������� "���������� ���� ��� ��#� �� ��� 
������ ������ ��������� 
����
�� ������� �� 
������ i

Si = ni

(
1−G

(
γij
))(

αxiji (μ)− β

2

(
xiji (μ)

)2 − piji (μ)xiji (μ)

)
|F ij≥γij

+ niG
(
γij
)(

αxiji (μ)− β

2

(
xiji (μ)

)2 − piji (μ)xiji (μ)

)
|F ij<γij

+ ni

(
1−G

(
γjk

))(
αxjki (μ)− β

2

(
xjki (μ)

)2 − pjki (μ)xjki (μ)

)
|F jk≥γjk

+ niG
(
γjk

)(
αxjki (μ)− β

2

(
xjki (μ)

)2 − pjki (μ)xjki (μ)

)
|F jk<γjk

+ ni

(
1−G

(
γki
))(

αxkii (μ)− β

2

(
xkii (μ)

)2 − pkii (μ)xkii (μ)

)
|Fki≥γki

+ niG
(
γki
)(

αxkii (μ)− β

2

(
xkii (μ)

)2 − pkii (μ)xkii (μ)

)
|Fki<γki
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Si = ni

(
(3α− 3w − τij)

2

32β

)
︸ ︷︷ ︸

:=δiji

+G
(
γij
)
ni

[(
(3α− 3w − 2τij)

2

32β

)
−
(
(3α− 3w − τij)

2

32β

)]
︸ ︷︷ ︸

:=Δij
i

+ ni

(
(3α− 3w − 2τij − τik)

2

32β

)
︸ ︷︷ ︸

:=δjki

+G
(
γjk

)
ni

[(
(3α− 3w − τij − 2τik)

2

32β

)
−
(
(3α− 3w − 2τij − τik)

2

32β

)]
︸ ︷︷ ︸

:=Δjk
i

+ ni

(
(3α− 3w − 2τik)

2

32β

)
︸ ︷︷ ︸

:=δkii

+G
(
γki
)
ni

[(
(3α− 3w − τik)

2

32β

)
−
(
(3α− 3w − 2τik)

2

32β

)]
︸ ︷︷ ︸

:=Δki
i

.
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d (Si + Ti)

dti
=

1

F − F

(
Δij

i

dγij

dti
+Δki

i

dγki

dti

)
+ 3−G

(
γij
)
+G

(
γki
)
+ ti

1

F − F

(
−dγij

dti
+

dγki

dti

)
= 0

�	 � 	������� ��������� ��� � 
���
�
 �� ��� ��������� �� �������

d2 (Si + Ti)

dt2i
=

1

F − F

(
−dγij

dti
+

dγki

dti

)
+

1

F − F

(
−dγij

dti
+

dγki

dti

)
= − 4

F − F
< 0.

������� i�	 �������� �������� �	 ��������� ����� ��

ti =
1

4

(
Δij

i −Δki
i + 3F − 3F + πij

i + πki
i − πij

j − πki
k + tj + tk

)
.

������ ���� ti �	 ������ �� tj ��� tk� �	 	������� �� 
�	� �� ��� ��� ��
�������� ���������� ��� ����	

��� 	�������� ��
���
���	� !������� ��� 	���� �� ��� �������� ��������	 �	 ��		 ���� 1 	��� ����

����� �	 � ���"�� 	������� �� ��� 	�	��
 �� �"������	� #������ ��� ��� �����	������ �� ��� ��������

��������	 ����	 �	 ��� 	�������

ti =
3

2

(
F − F

)
+

3

10

(
Δij

i −Δki
i

)
+

1

10

(
Δjk

j −Δij
j

)
+

1

10

(
Δki

k −Δjk
k

)
+

1

5

(
πij
i + πki

i − πij
j − πki

k

)
.

$� ��%����������� ti &�

� ' ������	�

��� ����� �� �����	
�
�� �

(��	� ��� 	�
���� �� ������ ��� 
�	������� ��������� �� ��� ���������� 	����� ������� �� ������� i
����	 �	

d (Si + Ti)

dti
= Δij

i

dγij

dti
gij

(
γij
)
+Δki

i

dγki

dti
gki

(
γki

)
+3−Gij

(
γij
)
+Gki

(
γki

)
+ti

(
−gij

(
γij
) dγij

dti
+ gki

(
γki

) dγki

dti

)
= 0

)*
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d2 (Si + Ti)

dt2i
= −2gij

(
γij
) dγij

dti
+ 2gki

(
γki

) dγki

dti
= − 1

F
ij

− 1

F
ki

< 0.

����	 ��� �
����	
 ����������� ���������� �� ��� �������
 ��� �	����	��	 ��������� ��

Δ

(
1

2F
ij

+
1

2F
ki

)
+ 3 + tj

1

2F
ij

+ tk
1

2F
ki

= ti

(
1

F
ij

+
1

F
ki

)

��	 ���	
 i ∈ K ��� i �= j, k ���	� Δ := n
[(

(3α−3w−2τ)2

32β

)
−
(

(3α−3w−τ)2

32β

)]
� ��� ����	������� ��

��� 	������� ��������� ������	� ��� ��������� ���� �������	��� ��� 	���

ti =
21
(
F

ij
)2

F
jk
F

ki
+ 24F

ij
(
F

jk
)2

F
ki
+ 21F

ij
F

jk
(
F

ki
)2

+ 9
(
F

ij
)2 (

F
ki
)2

3
(
F

ij
)2 [

F
jk

+ F
ki
]
+ 3

(
F

jk
)2 [

F
ij
+ F

ki
]
+ 3

(
F

ki
)2 [

F
ij
+ F

jk
]
+ 7F

ij
F

jk
F

ki
+Δ.

���� �� � ��	��������

dti

dF
ij

= σ−13F
ki
(
−3

(
F

ij
)2 (

F
jk
)3

+ 13
(
F

ij
)2 (

F
jk
)2

F
ki
+ 21

(
F

ij
)2

F
jk
(
F

ki
)2

+ 9
(
F

ij
)2 (

F
ki
)3

+ 42F
ij
(
F

jk
)3

F
ki

+60F
ij
(
F

jk
)2 (

F
ki
)2

+ 18F
ij
F

jk
(
F

ki
)3

+ 24
(
F

jk
)4

F
ki
+ 45

(
F

jk
)3 (

F
ki
)2

+ 21
(
F

jk
)2 (

F
ki
)3)

���

dti

dF
jk

= σ−13F
ij
F

ki
(
12
(
F

ij
)3

F
ki
+ 3

(
F

ij
)2 (

F
jk
)2

+ 30
(
F

ij
)2

F
jk
F

ki
+ 21

(
F

ij
)2 (

F
ki
)2

+14F
ij
(
F

jk
)2

F
ki
+ 30F

ij
F

jk
(
F

ki
)2

+ 12F
ij
(
F

ki
)3

+ 3
(
F

jk
)2 (

F
ki
)2)

���	�

σ :=

(
3
(
F

ij
)2 [

F
jk

+ F
ki
]
+ 3

(
F

jk
)2 [

F
ij
+ F

ki
]
+ 3

(
F

ki
)2 [

F
ij
+ F

jk
]
+ 7F

ij
F

jk
F

ki
)2

> 0.

���	���	�� dti

dF
jk �� ����
� ��������� ��� ���� �� dti

dF
ij ������� �� ��� 	������� ������� F

ij
� F

jk
� ���

F
ki
� ������ ���� ��	 F

ij ≈ F
jk ≈ F

ki
� ��	 F

ij ≈ 0� ��� ��	 F
jk ≈ 0� dti

dF
ij > 0� !� ����� ���	� �� �

����� �� ��� �	 ���������� ��
����� ��	 � �������� ����� ���� 4F
ki
> F

ji
� 14F

ki
> F

ij
� 6F

jk
> F

ij
�

�	 F
jk ≈ F

ki
� ��� �������	
 ��������� ��

13

3

F
ki

F
jk
+7

(
F

ki

F
jk

)2

+3

(
F

ki

F
jk

)3

+14
F

ki

F
ij
+30

F
ki

F
ij

F
ki

F
jk
+6

F
ki

F
ij

(
F

ki

F
jk

)2

+8
F

jk

F
ij

F
ki

F
ij
+15

(
F

ki

F
ij

)2

+7
F

ki

F
jk

(
F

ki

F
ij

)2

> 1.

������� ������	� ���� ��	 ��
 F
ki

> 0 ���� F
ki ≈ 0� �� ��� ��� �

(
F

ij
)2 (

F
jk
)3

> 0 ���� ����

dti

dF
ij < 0�

"���	�� ���� dti

F
ij +

dti

F
ki �� ����
� ��������� #������ ���� i ��� k ��	� �� �������� ������ ����

F
jk

= F
ij ≥ F

ki
��� ���� j ��������	����� ����� tj ���	����� �������

dtj

F
jk +

dtj

F
ij > 0. !� �� ���
 ��

$%



��� ���� ��� ��� ���� �	 �	
 ������ 
��	��
 i �	
����� �� ����� ���� dti

F
jk + dti

F
ij > 0 ��� F

jk
= F

ij
�

��� ����� �� �����	
�
�� �

����	� ��� ���������� 
�	�����	 �� ��� ��
��� ���		�� �	 
��	��
 i �� ���
����� �


d (Si + Ti)

dti
= Δij

i

dγij

dti
gij

(
γij
)
+Δki

i

dγki

dti
gki

(
γki

)
+3−Gij

(
γij
)
+Gki

(
γki

)
+ti

(
−gij

(
γij
) dγij

dti
+ gki

(
γki

) dγki

dti

)
= 0.

���	� F − F := F
ij − F ij = F

jk − F jk = F
ki − F ki �	� 	���
� ���� �� 
�	 ����� F ij = F + μij�

F jk = F + μjk� �	� F ki = F + μki� ���	� ��� ���
���	 ��	
���	 �	 
��	��
 i ����� ��

ti =
1

4

(
Δij

i −Δki
i + 3F − 3F + πij

i + πki
i − πij

j − πki
k + tj + tk + μij − μki

)
.

���� ������� ��� ����������� ��� ���� �	 
��	��
 i

ti =
3

2

(
F − F

)
+

3

10

(
Δij

i −Δki
i

)
+

1

10

(
Δjk

j −Δij
j

)
+

1

10

(
Δki

k −Δjk
k

)
+

1

5

(
πij
i + πki

i − πij
j − πki

k + μij − μki
)
.

�	� 
�	 ����������
 ������� ���� dti
dμij = 1

5
> 0� dti

dμki = −1
5
< 0� �	� dti

dμjk = 0�

��
 ��� K�������� ����� 
� ���	���
�� ���

 ������ ������ �	 �	 ij��	�����
 ���! ���
 ������� �� ����� �	 ��� ������
��	��
 
���� "����� ���


����	� �	 ��� ��
����	 �	 ��� �������	� ������	

πij
i (μ) =

⎧⎨⎩
ni(α−w+τij)

2

16β +
nj(α−w−2τij)

2

16β +
∑

l∈K \{i,j}
nl(α−w−2τil+τjl)

2

16β if mobile firm locates in i

ni(α−w+2τij)
2

16β +
nj(α−w−3τij)

2

16β +
∑

l∈K \{i,j}
nl(α−w−3τil+2τjl)

2

16β if mobile firm locates in j.

��� ������ ��� ��
���� �	 
��	��
 i �� �	� �	�
 ��

F ij ≥ πij
j (μ)− tj −

(
πij
i (μ)− ti

)
:= γij.

����	� �������
 ��� �	�����
 ���������

γij = (nj − ni)
6τij (α− w)− 3τ2ij

16β
+

∑
l∈K \{i,j}

nl

6 (α− w) (τil − τjl)− 3
(
τ2il − τ2jl

)
16β

+ ti − tj

�	� ������ ������� ����������� 
���������� �����
�

dγij

dti
= 1,

dγij

dtj
= −1,

#$



dγij

dτij
= (nj − ni)

6 (α− w)− 6τij
16β

,

dγij

dτil
= nl

6 (α− w)− 6τil
16β

,

���
dγij

dτjl
= −nl

6 (α− w)− 6τjl
16β

��� j �= l�

�	�
� γij = −γji ��� G () 	� �
�����	
 �	�� F = −F � ����� � �	��
��
 �������� �� �	�� �����


�����	��� ���� ���	�	�� ��� ����
�	�� ���
�	�� �� ��� �����������

����� �� �������� �	���
� E � 
������ ���� F = −F � ����� G (γji) = 1−G (γij)� ���������

��� ��
��� �� ��
� �� 	������ i �� ����� �� ki := (K − 1) + 1
2F

∑
j∈K \i

(
F − γij

)
�

�	�
� ����� ��� K 
�����	��� ��� ��� �� 
���	��� (K − 1)! 
���	����� �� 	������	�� 
	���	��

2 · (K − 1)! �	������ ��	
��� ����� ���� ��

piji (μ) =
α+ 3w + k∗j τij

4

��� k∗
j ∈ {1, 2} �	�� j �= i ���

pjli (μ) =
α+ 3w + k∗j τij + k∗l τil

4

���
(
k∗
j , k

∗
l

) ∈ {(1, 2) , (2, 1)} �	�� j, l �= i� ���� 	��� ��� ������ ���
�	��� xij
i =

α−piji
β

���

xjl
i =

α−pjli
β

��� ��� ���� ��� ���������� 	� � 
�����
�  �������� ������� 	� 
�����
 i ���	��� ����


�������	�� 	� 	������
 ij �	���	!�� ��

Sij
i (μ) = ni

(
αxiji (μ)− β

2

(
xiji (μ)

)2 − piji (μ)xiji (μ)

)

=

⎧⎨⎩ni
(3α−3w−τij)

2

32β w/ prob
(
1−G

(
γij
))

ni
(3α−3w−2τij)

2

32β w/ prob G
(
γij
)
,

������� 
������� ������� 	� ��� jl"	������	�� ����� ��

Sjl
i (μ) = ni

(
αxjli (μ)− β

2

(
xjli (μ)

)2 − pjli (μ)xjli (μ)

)

=

⎧⎨⎩ni
(3α−3w−2τij−τil)

2

32β w/ prob
(
1−G

(
γjl
))

ni
(3α−3w−τij−2τil)

2

32β w/ prob G
(
γjl
)
.

��



������� ��	
 �����

�	� ���	� �� 
�	 
�
�� ��
����

Si =
∑

j∈K \{i}

[(
1−G

(
γij
))

ni
(3α− 3w − τij)

2

32β
+G

(
γij
)
ni

(3α− 3w − 2τij)
2

32β

]

+
1

2

∑
j∈K \{i}

∑
l ∈ K \ {i, j}

[(
1−G

(
γjl
))

ni
(3α− 3w − 2τij − τil)

2

32β
+G

(
γjl
)
ni

(3α− 3w − τij − 2τil)
2

32β

]

=
∑

j∈K \{i}

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ni
(3α− 3w − τij)

2

32β︸ ︷︷ ︸
:=δiji

+
γij − F

2F
ni

(3α− 3w − 2τij)
2 − (3α− 3w − τij)

2

32β︸ ︷︷ ︸
:=Δij

i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

+
1

2

∑
j∈K \{i}

∑
l ∈ K \ {i, j}

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ni
(3α− 3w − 2τij − τil)

2

32β︸ ︷︷ ︸
:=δjli

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

+
1

2

∑
j∈K \{i}

∑
l ∈ K \ {i, j}

⎡⎢⎢⎢⎢⎣γ
jl − F

2F
ni

(3α− 3w − τij − 2τil)
2 − (3α− 3w − 2τij − τil)

2

32β︸ ︷︷ ︸
:=Δjl

i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

��	
	 
�	 ���
�
 1
2
�� 
� ����� �����	 ����
� ��	
	��
	� ������	
 ��
���� �� ����

� i ��� �	

�
�

	� ��

Si =
∑

j∈K \{i}

[
δiji +

γij − F

2F
Δij

i

]
+

1

2

∑
j∈K \{i}

∑
l ∈ K \ {i, j}

[
δjli +

γjl − F

2F
Δjl

i

]

��	
	 Δij
i � Δjl

i � δ
ij
i ��� δjli �
	 ����
���� �� 
�	 ���	� �
���
��	� Θ �	��
��	� �� �	�
��� �� ���

��
������� 
�	 ������ �����	
 �� ����

� i ���	� 
�	 ��������� ��������
��� �
���	�

max
ti

Si + Ti + niw

��	
	

Ti = ti

⎡⎣(K − 1) +
1

2F

∑
j∈K \{i}

(
F − γij

)⎤⎦ .

��	 �
�
��
�	
 �����
��� �� ���	� ��

d (Si + Ti)

dti
=

1

2F

∑
j∈K \{i}

dγij

dti
Δij

i + (K − 1) +
1

2F

∑
j∈K \{i}

(
F − γij

)
+ ti

1

2F

∑
j∈K \{i}

(
−dγij

dti

)
= 0

 !



����� �� ������	
 �� 
�� ���
	��
���� �
	��
�
	

d2 (Si + Ti)

dt2i
=

1

2F

∑
j∈K \{i}

(
−dγij

dti

)
+

1

2F

∑
j∈K \{i}

(
−dγij

dti

)
= −(K − 1)

F
< 0.

��� ����
�
	 ��	�
�
	 
� �
�	
�� i ��	 �� ��������� 



ti =
1

2 (K − 1)

⎛⎝ ∑
j∈K \{i}

Δij
i + 3F (K − 1) +

∑
j∈K \{i}

(
πij
i − πij

j

)
+

∑
j∈K \{i}

tj

⎞⎠ .

����	� 
�� ��
�� ��� �
��
���� �
������	
�� 
�� ����
�
	 �� ��	��� �	� 
�� ��
�� �� ���� 
��	 1� �����


���� ���� �� � �	���� �	
���
� �	
�����
�
	 
� ����
�
	 ��	�
�
	� �	 
��� 
�� �
���
�
�
	 ����� �	


�� �
��
��	�� �� ������ 
��� �	
�����
�
	�  ���
 
� ���� ����

ti − tl =
1

K − 1

⎛⎝ ∑
j∈K \{i}

Δij
i + 3F (K − 1)−

∑
j∈K \{i}

(
πij
j − πij

i + ti − tj

)

−
∑

j∈K \{i}
Δlj

l − 3F (K − 1) +
∑

j∈K \{i}

(
πlj
j − πlj

l + tl − tj

)⎞⎠
=

1

K − 1

⎛⎝ ∑
j∈K \{i}

Δij
i −

∑
j∈K \{i}

Δlj
l +

∑
j∈K \{i}

(
πlj
j − πlj

l

)
−

∑
j∈K \{i}

(
πij
j − πij

i

)

+
∑
j∈K

(tl − tj)− (tl − tl) +
∑
j∈K

(tj − ti)− (ti − ti)

⎞⎠
=

1

K − 1

⎛⎝ ∑
j∈K \{i}

Δij
i −

∑
j∈K \{i}

Δlj
l +

∑
j∈K \{i}

(
πlj
j − πlj

l

)
−

∑
j∈K \{i}

(
πij
j − πij

i

)
+K (tl − ti)

⎞⎠
=

1

2K − 1

⎛⎝ ∑
j∈K \{i}

Δij
i −

∑
j∈K \{i}

Δlj
l +

∑
j∈K \{i}

(
πlj
j − πlj

l

)
−

∑
j∈K \{i}

(
πij
j − πij

i

)⎞⎠

!"



����

ti =
1

K − 1

⎛⎝ ∑
j∈K \{i}

Δij
i + 3F (K − 1)−

∑
j∈K \{i}

(
πij
j − πij

i

)
−

∑
j∈K \{i}

(ti − tj)

⎞⎠
= 3F +

K

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K \{i}

Δij
i +

K

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K \{i}

(
πij
i − πij

j

)
+

1

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K

∑
m∈K \{j}

Δjm
j − 1

(K − 1) (2K − 1)

∑
m∈K \{i}

Δim
i

− 1

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K

∑
m∈K \{j}

(
πjm
m − πjm

j

)
+

1

(K − 1) (2K − 1)

∑
m∈K \{i}

(
πim
m − πim

i

)
= 3F +

1

2K − 1

∑
j∈K \{i}

Δij
i +

1

2K − 1

∑
j∈K \{i}

(
πij
i − πij

j

)
+

1

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K

∑
m∈K \{j}

Δjm
j − 1

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K

∑
m∈K \{j}

(
πjm
m − πjm

j

)
.

����� ����	� ��
�∑
j∈K

∑
m∈K \{j}

(
πjm
m − πjm

j

)
=
∑
j

∑
m>j

(
πjm
m − πjm

j

)
−
∑
j

∑
m>j

(
πjm
m − πjm

j

)
= 0

�� 	��	��
� ��
�

ti = 3F +
1

2K − 1

∑
j∈K \{i}

Δij
i +

1

2K − 1

∑
j∈K \{i}

(
πij
i − πij

j

)
+

1

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K

∑
m∈K \{j}

Δjm
j .

���� ������ ��� ��������� ����������� ��

����������� 	
 �������� �	���
� E ��
� K 	���
����� ������� 
��
 F = −F . ����� 
�� �����
��

�����	
 ���� ����������
 �� 
�� 
�� 	�
��
�
��� ��
� �� ����� ��

ti = 3F +
1

2K − 1

∑
j∈K \{i}

Δij
i +

1

2K − 1

∑
j∈K \{i}

(
πij
i − πij

j

)
+

1

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K

∑
l∈K \{j}

Δjl
j

��� ��� i ∈ K �

��� 	
� ����
�
���� ��� ��
� dti
dF

> 0� ���� �� 
 ��
�

�
 ������ ���� ��� �����
���� �� �
�

	����������� � ���� �� F ��
��� ��� �
��� �� ���
���� ���
 	����� ���� ��
������� ���� 	����� ��

��
� �� 	������ i �� �
���� ��� �
��� ��� �
� 
��������
� ���

 � ��� 
����� ������� 	���
�
���� ��
��	�� ���	�

πij
i (μ)− πij

j (μ) = (ni − nj)
6τij (α− w)− 3τ2ij

16β
−

∑
l∈K \{i,j}

nl

6 (α− w) (τil − τjl)− 3
(
τ2il − τ2jl

)
16β

,

!"



������������	� 
��� ���
��� �	 ����� �	��� ������

d
(
πij
i (μ)− πij

j (μ)
)

dτij
= 6 (ni − nj)

α− w − τij
16β

⎧⎨⎩> 0 for ni > nj

< 0 for ni < nj

d
(
πij
i (μ)− πij

j (μ)
)

dτil
= −6nl

α− w − τil
16β

< 0

d
(
πij
i (μ)− πij

j (μ)
)

dτjl
= 6nl

α− w − τjl
16β

> 0

���

d
(
πil
i (μ)− πil

l (μ)
)

dτil
= 6 (ni − nl)

α− w − τil
16β

⎧⎨⎩> 0 for ni > nl

< 0 for ni < nl

d
(
πil
i (μ)− πil

l (μ)
)

dτij
= −6nj

α− w − τij
16β

< 0

d
(
πil
i (μ)− πil

l (μ)
)

dτlj
= 6nj

α− w − τlj
16β

> 0.

�� �� �	�� �	�������� �	 
���� ti ��

ti = 3F+
K

(K − 1) (2K − 1)

∑
l∈K \{i}

Δil
i +

1

2K − 1

∑
l∈K \{i}

(
πil
i − πil

l

)
+

1

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K \{i}

∑
l∈K \{j}

Δjl
j

���� ����

dti
dτij

=
K

(K − 1) (2K − 1)

(
−3ni

α− w − τij
16β

)
+

1

2K − 1
6 (ni − nj)

α− w − τij
16β

+
1

2K − 1

∑
l∈K \{i,j}

(
−6nj

α− w − τij
16β

)
+

1

(K − 1) (2K − 1)

(
−3nj

α− w − τij
16β

)

���

dti
dτjl

=
1

2K − 1
6nj

α− w − τjk
16β

+
1

2K − 1
6nk

α− w − τjk
16β

+
1

(K − 1) (2K − 1)

(
−3nj

α− w − τij
16β

)
+

1

(K − 1) (2K − 1)

(
−3nk

α− w − τij
16β

)
.

��



�����������	 
��
�

ti = 3F +
K

(K − 1) (2K − 1)
3ni

∑
j∈K \{i}

τ2ij − 2τij (α− w)

32β

+
1

2K − 1

∑
j �=i

⎛⎝(ni − nj)
6τij (α− w)− 3τ2ij

16β
+

∑
l∈K \{i,j}

nl

6 (α− w) (τjl − τil)− 3
(
τ2jl − τ2il

)
16β

⎞⎠
+

1

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K \{i}

∑
m∈K \{j}

3nj

τ2jm − 2τjm (α− w)

32β
,


���������� 
����

 ���� ��
��
� �� ������ 
��� ���

dti
dni

=
K

(K − 1) (2K − 1)
3

∑
j∈K \{i}

τ2ij − 2τij (α− w)

32β

+
1

2K − 1

∑
j∈K \{i}

6τij (α− w)− 3τ2ij
16β

=
K − 2

(K − 1) (2K − 1)
3

∑
j∈K \{i}

τij
2 (α− w)− τij

32β

���

dti
dnk

=
−1

2K − 1

6τik (α− w)− 3τ2ik
16β

+
1

2K − 1

∑
j∈K \{i,k}

6 (α− w) (τjk − τik)− 3
(
τ2jk − τ2ik

)
16β

+
1

(K − 1) (2K − 1)

∑
m∈K \{k}

3
τ2km − 2τkm (α− w)

32β

= − 6 (K − 1)2 + 3

(K − 1) (2K − 1)

2τik (α− w)− τ2ik
32β

+
6 (K − 1)− 3

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K \{i,k}

2 (α− w) τjk − τ2jk
32β

.

�������� ���
� �����

���
 �� ������ ����� ��

����� �� �������� 	
� ���
����������	 ���
 ����������� �� ������� E ��	
 K ����	����� �
���

��� ��� i, j, k ∈ K ��� j, k �= i ��� ��� ������ 	
� ��������
 
������ ����������� �������	��� �	�	���

��� ti

(a) ��	
 ������	 	� ����	�� �����

dti
dni

=
K − 2

(K − 1) (2K − 1)
3

∑
j∈K \{i}

τij
2 (α− w)− τij

32β
> 0

��



dti
dnk

=
6 (K − 1)− 3

(K − 1) (2K − 1)

∑
j∈K \{i,k}

2 (α− w) τjk − τ2jk
32β

− 6 (K − 1)2 + 3

(K − 1) (2K − 1)

2τik (α− w)− τ2ik
32β

≶ 0

���

(b) ���� �	
�	�� �
 ����	 �

�


dti
dτij

=
(
ni (K − 2)− 2nj

[
(K − 1)2 + 0.5

]) 3

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β

⎧⎨⎩> 0 for ni >
2(K−1)2+1

K−2 nj

< 0 for ni <
2(K−1)2+1

K−2 nj

dti
dτjk

= (nj + nk)
3 (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τjk
16β

> 0.

�� ��� ��� �	
 ���������� 
��� �	
 �	�

�������� ���
� 	���� �� ���
��� �
�����
� �� �
�����

�� � ��������� ���
 �������
�� ��
��� ��� ������� �� ���� �	
�
�� �� �� ��� ��
�� 	�� ti �
���� �� ��


�������� �
 ��� 
� k�

!���	
����
� �	
� ����
 ����� �
��

� j ��� k ���
� ������� i �
���
� �
�����
�� ���
 �������

���
 �	��	 "��
� �	
 ����
� ������� �	
 �
�
��"
 �� ��� ���
� #��
��
�� dti
dτij

���� �
 �
"����
 �


��� 
� i �� ��� ��� ���"
� $��
�
����"��� �	
 ���
 �������
� �	
�
 ��
� �	
 ���"
� ��� 
� i 	�� �� �


�
�����
 �� j �� 	��
 dti
dτij

> 0� ������� �� %�������� &� �
 
�������
 %�������� '�

��������� �� �
�
��	� ��	 
�����	��	��	�� ��
� 	���������� 
� 	�
�
�� E ���� K ≥ 2 �
�����	
�

�	��	 t := 1
K

∑
k∈K tk� tEU := 1

KEU

∑
k∈KEU

tk� ��� tnonEU := 1
K−KEU

∑
k∈K \KEU

tk� ��	��

(a) �
� ��� i, j, k ∈ K ���� i �= j �= k

d1
2 (ti + tj)

dτij
= −3 [(K − 1) (2K − 3) + 2] (ni + nj)

2 (K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β

< 0,

d1
2 (ti + tk)

dτij
=

3 [ni (3K − 5)− nj (2 (K − 1) (K − 2) + 2)]

2 (K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β

⎧⎨⎩> 0 for ni >
2(K−1)(K−2)+2

3K−5 nj

< 0 for ni <
2(K−1)(K−2)+2

3K−5 nj

,

���

dt

dτij
= −3 (ni + nj)

K (K − 1)

α− w − τij
16β

< 0.

(b) �
� i, j ∈ KEU ���� i �= j

dtEU

dτij
= −3 [(K −KEU + 1) (2K − 3) + 2] (ni + nj)

KEU (K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β

< 0

���
dtnonEU

dτij
=

3 (2K − 3) (ni + nj)

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β

> 0.

()



(c) ��� i ∈ KEU ��� j ∈ K \ KEU

dtEU

dτij
=

3 (ni [K − 2 + (KEU − 1) (2K − 3)]− nj [2 (K − 1) (K −KEU ) +KEU ])

KEU (K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β⎧⎨⎩> 0 for ni >

2(K−1)(K−KEU )+KEU

K−2+(KEU−1)(2K−3) nj

< 0 for ni <
2(K−1)(K−KEU )+KEU

K−2+(KEU−1)(2K−3) nj

���

dtnonEU

dτij
=

3 (nj [K − 2 + (K −KEU − 1) (2K − 3)]− ni [2 (K − 1)KEU +K −KEU ])

(K −KEU ) (K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β⎧⎨⎩> 0 for nj >

2(K−1)KEU+K−KEU

K−2+(K−KEU−1)(2K−3)ni

< 0 for nj <
2(K−1)KEU+K−KEU

K−2+(K−KEU−1)(2K−3)ni

.

(d) ��� i, j ∈ K \ KEU ��	
 i �= j

dtEU

dτij
=

3 (2K − 3) (ni + nj)

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β

> 0

���
dtnonEU

dτij
= −3 [(KEU + 1) (2K − 3) + 2] (ni + nj)

(K −KEU ) (K − 1) (2K − 1)

α− w − τij
16β

< 0.

���� (a) �� ��������	 
 �� �
� K�������	 ���������� �� ��������	 �� (b)− (d) �������� �
� ������

�� � ���� �� ��������� ����� ����� �� ������� ����� ������ ��� ������� �
� �������� ������ �
��

����� ������� ��� ������ ��������� ������� ���� �����	� �� ������� ����� ������ �
� ��������

����� ���� �
����� �
� ������� ��� ���� �� ���������� ��������� ����������  � �
� ��
�� 
���� �
�


��
�� �
� ��������� ����� ����� ��� ��� ���������� ���������� �
� ����� !
��
��" �� �
� ������� ���

������� !������" �
� �������� ������ ���� (c) �
��� �
�� �
� ������ �� � ���� �� ����� ����� �������

� ������ ��� � ���������� ������	 ��� �������� #
��� ��$��� �� �������� ��%�� �� ��������� ��

���� �� �
� ������ �� ������ ��������� �� �
� �������� ������

��� ����� �� �����	
�
�� �

#� �
�� ���$������� 
 �� ��� &���� '� (�� $��� (a)� ��)� ������	 l �
��
 �� ��$$���� �� �����

�
� �������� ������ �� �
� ����� �
�� ��� ��������� ����� ����� ������� ����� ������� ��� ������	

l ��� ����� �� ��������� ��� ��� dtl
dτml

���� ��� �������� ������	 ������������� ���� ���� �
� ��� KEU �

∑
m∈KEU

dtl
dτml

=
∑

m∈KEU

(
nl (K − 2)− 2nm

[
(K − 1)2 + 0.5

]) 3

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β

=

⎛⎝nlKEU (K − 2)−
∑

m∈KEU

nm

[
2 (K − 1)2 + 1

]⎞⎠ 3

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β
.

'*



��� n := nm = nn� �� ���	
� 	 �

���� �������
��

KEU∑
m=1

dtn
dτmn

=
(
5K − 5− 2K2

) 3KEUn

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β
< 0.

������� �


�	��� �� ���	
� ��� ��	��
�� �� 	 
�
��� ������� m ∈ KEU �� ��� �
�
�����	�
��

�� l� �� 
� 

����	�� �� ���� ��	� ��� ������ ��	� 	 ���� ����� �
��� �� 	��� ����� 
� 	 �
���� �����


������ �� ��� 
����	�� 
� �
�	���	� ��	�� ����� ������� ��� ������
�� m 	�� l� �� ��� �	
� �

�

��	�� ����� ������� l 	�� ��� ����� 
�
��� ������
�� �
��� ���������� ��� ����	�� ����� �� ��� �	�

�	�� 
� ������� m ��	�� 	�

dtm
dτml

+
∑

j∈KEU\{m}

dtm
dτjl

=
(
nm (K − 2)− 2nl

[
(K − 1)2 + 0.5

]) 3

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β

+
∑

j∈KEU\{m}
(nj + nl)

3 (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β

=

⎛⎝(K − 1)

⎡⎣2 ∑
j∈KEU

nj − 2nl (K −KEU )− nm

⎤⎦
+KEU

⎡⎣nl − 1

KEU

∑
j∈KEU

nj

⎤⎦⎞⎠ 3

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β
.

����� ��

���
� 
	� �� �
!�

dtm
dτml

+
∑

j∈KEU\{m}

dtm
dτjl

= (4KEU − 2K − 1)
3n

2K − 1

α− w − τ

16β
.

��� ��� ����� �� �	�� (c) �� ���� ���� �� ����
��� ��� ��� �� ������� �	
��� ��	� ��� �
�� 
�

��	�� ����� ����
����� ���� 
� 	 ��
�� ������� ����� ��� ���"
�
��� ������
��� ��	� 
�� ��� 	��

k ∈ K \ (KEU ∪ {l}) ��� ����� �� ���
���� �	�	�
�� 
� �
��� ��

∑
j∈KEU

dtk
dτjl

=
∑

j∈KEU

(nj + nl)
3 (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β

=

⎛⎝ 1

KEU

∑
j∈KEU

nj + nl

⎞⎠ 3KEU (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)

α− w − τ

16β
> 0.

��� ����� �� �����	
�
�� �

#������ ����
��
�� $ ������ ����� ��� �	� �	�� �� 	 
�
��� ������� m ∈ KEU �	� �� �

��
%��

��

tm = 3F+3n
τ2 − 2τ (α− w)

32β
+
[(K − 1) (2K − 2KEU + 1) +KEU ] (KEU − 1)

(K − 1) (2K − 1)
3n (τ − τ∗)

2 (α− w)− (τ + τ∗)
32β

,

&$



������� ��� ��� 	
 � 
�
�
�
��� ���
��� n ∈ K \KEU ����� ��

tn = 3F + 3n
τ2 − 2τ (α− w)

32β
+

KEU (KEU − 1) (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)
3n (τ∗ − τ)

2 (α− w)− (τ + τ∗)
32β

.

�	��� �� ���� 
��� ����

tn − tm =
KEU (2K − 3) + (K − 1) (2K − 2KEU + 1) +KEU

(K − 1) (2K − 1)
(KEU − 1) 3n (τ∗ − τ)

2 (α− w)− (τ + τ∗)
32β

.

��
��� tn < tm ���
���� τ ∗ < τ �
� KEU > 1� ������	��� tn = tm� �� �� ��
 ���� ��� �	�� �� ���

���	
��� ��� �	����
�	�� ������
 
�
��� �
� 
�
�
�
��� ���
��	�� ����
�� �
 ��� 	
��	���	�
��

��������� �� ��� ����� ���
�
�� ��������� 
��� ���� �� ��� 
�
��� �� ���
��	��  ���� ��� �� ���

����� �� 
�� �	��� �

lim
K→∞

tm = lim
K→∞

tn + 3n (KEU − 1) (τ − τ∗)
2 (α− w)− (τ + τ∗)

32β

�����

lim
K→∞

tn = 3F + 3n
τ2 − 2τ (α− w)

32β
.

��� ���� (b) �� ��� !�����	�	�
� �	����
�	��� tm �	�� ������� �� ��� 
�
��� �� 
�
��� ���
��	��

dtm
dKEU

=
(K − 1) [(2K − 1)− 4 (KEU − 1)] + 2KEU − 1

(K − 1) (2K − 1)
3n

(
2 (α− w) (τ − τ∗)− (

τ2 − τ∗2
)

32β

)
.

"�	� �������	�
 	� ���	�	�� �� ��� ������	
 �� �
�
�� �	������ 
��� ���� ��� �	 
 �� dtm
dKEU

	� ���

��
� �� ��� �	 
 �� φ (K)� �����

φ (K) := (K − 1) [(2K − 1)− 4 (KEU − 1)] + 2KEU − 1.

φ (K) 	� ���	�	��� �	
�� φ (1) = 2KEU − 1 > 0 �
�

φ′ (K) = (4K − 3)− 4 (KEU − 1)

> 4 (K − 1)− 4 (KEU − 1) ≥ 0 ∀K ≥ KEU ≥ 1.

��������� ��#� ��� ���	���	�� �� tm �	�� ������� �� ��� 
�
��� �� ���
��	�� ������	��

dtm
dK

=
4 (K − 1)2 (KEU − 1)−KEU (4K − 3)

(K − 1)2 (2K − 1)2
(KEU − 1) 3nKEU

(
2 (α− w) (τ − τ∗)− (

τ2 − τ∗2
)

32β

)

��	�� 	� 
� ��	�� ��� KEU = 2 �
� K = 3 �
� ���	�	�� ��� KEU = 2 �
� K = 4�

"�� ����� ���	���	��� ��� �
�
�	 ���� ��

dtm
dτ∗

= − 1

(K − 1) (2K − 1)
6nKEU

[(K − 1) (2K − 2KEU + 1) +KEU ] (KEU − 1)
α− w − τ∗

32β
< 0

$%



���

dtm
dτ

= 6nKEU

τ − (α− w)

32β
+

1

(K − 1) (2K − 1)
6nKEU

[(K − 1) (2K − 2KEU + 1) +KEU ] (KEU − 1)
α− w − τ

32β

=
1

(K − 1) (2K − 1)
6nKEU

{(K − 1) [2K (KEU − 2)− 2KEU (KEU − 1) + 3KEU ] +KEU (KEU − 1)} α− w − τ

32β

>
1

(K − 1) (2K − 1)
6nKEU

{(K − 1)KEU [2 (KEU − 2)− 2 (KEU − 1) + 3] +KEU (KEU − 1)} α− w − τ

32β

=
1

(K − 1) (2K − 1)
6nKEU

{(K − 1)KEU [−4 + 2 + 3] +KEU (KEU − 1)} α− w − τ

32β
> 0.

��� ��	
����
�� ����
�� 
� 
��� (c) ��� �
��� ��

dtn
dKEU

=
(2KEU − 1) (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)
3n (τ∗ − τ)

2 (α− w)− (τ + τ∗)
32β

< 0,

dtn
dK

=
(2K − 3)2 − 2

(K − 1)2 (2K − 1)2
3nKEU (KEU − 1) (τ − τ∗)

2 (α− w)− (τ + τ∗)
32β

> 0,

dtn
dτ

= 6n
τ − (α− w)

32β
+

KEU (KEU − 1) (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)
6n

τ − (α− w)

32β
< 0,

���
dtn
dτ∗

=
KEU (KEU − 1) (2K − 3)

(K − 1) (2K − 1)
6n

α− w − τ∗

32β
> 0.

��� ����� �� �	

� �

�� 
� �� ���� ���� ��� ��� ��	�
���
�� �� ����� ����� dWk

dτij

(
τnewik , τnewij , τnewjk

)
> 0 ��� i, j �= k ���

τnewik = τnewjk � ������� 
� ������� k ����� ��

Wk := max
tk

G
(
γki
)
Δki

k +G
(
γij
)
Δij

k +G
(
γjk

)
Δjk

k + tk

(
3−G

(
γki
)
+G

(
γjk

))
+δkik +δijk +δjkk +nkw.

�
��� ���� τnewik = τnewjk � Δij
k = 0 ��� Δki

k = −Δjk
k � ������� ����

dδkik
dτij

=
dδijk
dτij

=
dδjkk
dτij

= 0� ����� ��

��� ������
� ������	

dWk

dτij

(
τnewki , τnewij , τnewjk

)
=

(
∂γki

∂τij
g
(
γki
)
+

∂γki

∂ti

∂ti
∂τij

g
(
γki
))(

Δki
k − tk

)
+

(
∂γjk

∂τij
g
(
γjk

)
+

∂γjk

∂tj

∂tj
∂τij

g
(
γjk

))(
−Δki

k + tk

)
=

(
∂γki

∂τij
− ∂ti

∂τij

)
g
(
γki
)(

Δki
k − tk

)
+

(
∂γjk

∂τij
+

∂ti
∂τij

)
g
(
γjk

)(
−Δki

k + tk

)
=

[
(ni + nj)

α− w − τnewij
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